
 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 تابع -فصل اول 

 توابع چند جمله ای صعودی و نزولی -درس اول 

𝑦 لف( رسم نمودار به کمکا = 𝑥3 

 

 

 

 نمودار های زیر را رسم کنید. : مثال

𝑦 (الف = −𝑥3 + 1 

 

 

𝑦 (ب = −(𝑥 + 1)3 − 1 

 

 

 ب( یکنوایی

xتوابع اکیداً صعودی                                              y      ساز موافق  
1 2 1 2

x x f(x ) f(x ) 

xتوابع اکیداٌ نزولی                                             y      ساز مخالف  
1 2 1 2

x x f(x ) f(x ) 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 یک است. تابعی که هم نزولی و همهر تابع که اکیداً صعودی یا اکیداٌ نزولی باشد ، یک به  : تذکر  

 صعودی است ، ثابت است.

توابع زیر را رسم کنید و مشخص کنید در چه بازه هایی صعودی و در چه بازه هایی نزولی  مثال :

 است؟

𝑓(𝑥) (الف = cos⁡(𝑥 −
𝜋

3
)    

 
0,2  

 

 

f(x (ب )    
−2𝑥 − 3

3
3𝑥 − 2

       
𝑥 < −4

−4 ≤ 𝑥 < 2

𝑥 ≥ 2

 

 

 

𝑦 (پ = 2𝑥 −2 

 

 

𝑦 (ت = −𝑙𝑜𝑔2
𝑥 + 2 

 

 

𝑓(𝑥) (ث = 𝑥 + |𝑥| 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 (1400) شهریوردامنه توابع چند جمله ای .............. است.  -

 

𝑦نمودار  - = 𝑥2  پایین تر از نمودار  (0,1)در بازه𝑦 = 𝑥3 .غلط   □درست     (1401)دی است□ 

 

𝑓(𝑥)بازه ای که تابع  بزرگترین - = 𝑥2 − 3𝑥 (1400)مرداددر آن اکیداً نزولی است را بیابید؟ 

 

𝑦تابع  - = √2𝑥3 −
3

4
𝑥  غلط   □درست     (1400)دی است. 3یک چند جمله ای از درجه□ 

 

𝑦تابع  - = 2𝑥(1 − 3𝑥2) +  (1401)دی یک تابع چند جمله ای از درجه ............... است. 1

 

 □غلط   □درست                                                  هر تابع یکنوا ، یک به یک است.  -

 

𝑥2تابع  - − 3𝑥  غلط   □درست                .            اکیداً صعودی است (1,1-)در بازه□ 

 

 

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 ترکیب توابع –درس دوم 

( ) ( ( ))

{ ( ) }

( ) ( ( ))

{ ( ) }

( ) ( ( ))

{ ( ) }

fog x f g x

Dfog x D g g x Df

gof x g f x

Dgof x D f f x Dg

fof x f f x

Dfof x D f f x Df



  



  



  

 

 (1401)شهریوررا بنویسید. gofتابع  مثال :

  g {(1,3)(3, 1)(9,0)(     و    {(7,7)(1,4  f {(0, 1)(5,9)(3,7)( 2,4)} 

 

 

𝑓(𝑋)اگر  مثال : = √𝑥 − 𝑔(𝑥)و  1 = 2𝑥2 −  (1399)شهریورد. باشن 1

 

 را با استفاده از تعریف بنویسید. fogالف( دامنه 

 

 را بنویسید. fogابطه ب( ض

 

 مثال :


2
f(x )

x 1
و  

3
g(x )

x
 را بدست آورید. fofو  fog. دامنه و ضابطه  

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑓(𝑥)اگر  مثال : = 7− 4𝑥2  و𝑔(𝑥) = √𝑥 +  (1401)دیباشند:  3

 را با استفاده از تعریف بنویسید. 𝑓𝑜𝑔الف( دامنه 

 

 ؟𝑔𝑜𝑓(1)ب( 

 

 

𝑓(7)اگر  مثال : = 𝑔(4)و  5 = (4)(𝑓𝑜𝑔)باشند، آنگاه  7 =  (1401)دی. است 5

○غلط   ○درست  

 

 (1401 )مردادباشد. آنگاه خروجی چند است؟ 3اگر ورودی ماشین مقابل  مثال :

 ورودی   


x
x 2x 2

x 1
 خروجی 

 

 

𝑓𝑜𝑔(𝑥)اگر  مثال : = 3𝑥2 − 6𝑥 + 𝑓(𝑥)و  14 = 3𝑥 − را  𝑔(𝑥)باشند. آنگاه ضابطه  4

 (1399)مردادبنویسید. 

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑓(𝑥)اگر  مثال : = √𝑥 + 𝑔(𝑥)و  2 = √𝑥2 −  را بنویسید. 𝐷𝑔𝑜𝑓باشند. آنگاه  16

 

 

 معادله های زیر را حل کنید. مثال :

𝑓(𝑥)(الف = 2𝑥 − 5    ,     𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 + 8     𝑓𝑜𝑔(𝑥) = 7 

 

 

𝑓(𝑥)(ب = 3𝑥2 + 𝑥 − 1    ,    𝑔(𝑥) = 1 − 2𝑥      𝑔𝑜𝑓(𝑥) = −5 

 

 

 تبدیل نمودارها

y f(x )    

  

  

  


 




 



 

 

y f(x )
y f( x )
y f( x )

y f(x k )

y f(x ) k

y k f(x )
y f(k x )

 

 ها xبت به محور قرینه نس
 ها yقرینه نسبت به محور 
 مبداقرینه نسبت به 

K واحد سمت چپ 
K واحد سمت راست 

K واحد بالا 
K واحد پایین 

k>0 

k<0 
k>0 

k<0 

y  هاk برابر 
x  ها تقسیم برk 

f  را رسم کن زیر محورx ها 

 y f(x  را قرینه کن بیار بالا (



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑦اگر   = 𝑓(𝑥)  را داشتیم و𝑦 = 𝑓(𝑎𝑥 + 𝑏) ابتدا با چپ و راست رفتن را می خواستیم ،

را مشخص کن. )اگر منفی بود ، سمت راست و اگر مثبت بود ، سمت چپ(.  bبرعکس ، تکلیف 

 تقسیم کن. aها را بر  xسپس 

𝑦اگر   = 𝑓(𝑎𝑥 + 𝑏)  را داشتیم و𝑦 = 𝑓(𝑥)  ،را می خواستیمx  ها را درa  ضرب کن و بعد

 جمع کن. bبا 

مثال :  f(x ) x را با دامنه  3 
 
f(2xداریم.  4,0 xو  (

f( )
2

 را رسم کنید. 

−4 ≤ 2𝑥 ≤ 0⁡⁡ → ⁡−2 ≤ 𝑥 ≤ 0  

−4 ≤
𝑥

2
≤ 0⁡⁡ → ⁡−8 ≤ 𝑥 ≤ 0  

 

 

 

)⁡𝑓 و 𝑓(2𝑥)* برد توابع 
𝑥

2
 یکسان است. 𝑓(𝑥)و (

 

 نه را هم تعیین کنید.رسم کنید و برد و دام مثال :

 𝑓(2𝑥)( الف

)3𝑓ب( 
1

2
𝑥) 

𝑓(−𝑥)پ(  + 2 

2𝑓(𝑥ت(  − 1) 

x

2
 

 y f(x ) 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 رسم کنید و برد و دامنه را هم تعیین کنید. مثال :

𝑦الف(  =
1

2
𝑓(2𝑥) − 1 

 

𝑦ب(  = −𝑓(−𝑥) + 2 

 

𝑦 پ( = 2𝑓(𝑥 − 1) − 3⁡ 

 

𝑦 ت( = 2𝑓(
1

2
𝑥)⁡ 

 

𝑦نمودار  مثال : = −2𝑓(
1

3
𝑥) (1398)شهریورد. را رسم کنی 

 

 

 

𝑓(𝑥) مثال : = 𝑥2 − 2𝑥 + ا دو واحد به سمت پایین و سپس یک واحد به سمت چپ و ر 1

 ها قرینه می کنیم. ضابطه نمودار تابع را در هر مرحله بنویسید. xسپس نسبت به محور 

 (1400)شهریور

 

 y f(x ) 

 y f(x ) 

− 2  



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 تابع وارون

1

1

(a,b) f (b,a) f

f (a) b f (b) a





  

   

1fنمودار    قرینهf ( نسبت به نیمساز ناحیه اول و سومy x.است ) 

fاگر  مثال :  باشد. آنگاه : {(3,5)(2,3)(1,4)}

𝑓𝑜𝑓−1(4) =  

𝑓𝑜𝑓−1(3) =  

𝑓𝑜𝑓−1(5) =  

𝑓−1𝑜𝑓(1) =  

𝑓−1𝑜𝑓(2) =  

𝑓−1𝑜𝑓(3) =  

(𝑓𝑜𝑓−1)(𝑥) = 𝑥⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 ∈ 𝐷𝑓−1 

𝑓−1𝑜𝑓(𝑥) = 𝑥⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 ∈ 𝐷𝑓 

𝑓𝑜𝑔(𝑥)اگر  نتیجه : = 𝑥⁡⁡, 𝑥𝜖𝐷𝑔  و(𝑔𝑜𝑓)(𝑥) = 𝑥⁡⁡, 𝑥𝜖𝐷𝑓  باشند . آنگاه توابع𝑓  و

𝑔 .وارون یکدیگرند 

 ارون هم اند.و 𝑔و ⁡⁡𝑓نشان دهید  مثال :

𝑓(𝑥) = 3𝑥 − 4

𝑔(𝑥) =
𝑥+4

3
⁡⁡⁡⁡⁡⁡

  



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑥√و  𝑥3توابع 
 وارون هم هستند. 3

 را عوض کن. ⁡𝑦و⁡𝑥را تنها کن. سپس جای  𝑥برای بدست آوردن ضابطه وارون ، 

𝐷𝑓 = 𝑅𝑓−1       𝑅𝑓 = 𝐷𝑓−1 

𝑓(𝑥)اگر  مثال : = √𝑥 +  ضابطه تابع وارون را بنویسید.دامنه و برد تابع اصلی و وارون و  باشد. 3

 

 

 مثال :

⁡⁡⁡1)⁡⁡𝑓(𝑥) = −
1

2
𝑥 + 3⁡⁡⁡⁡

⁡⁡⁡⁡2)⁡⁡𝑔(𝑥) = 1 +√𝑥 − 2

3)⁡⁡ℎ(𝑥) = 𝑥2 + 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

 

 

 

ℎ(𝑥)با محدود کردن دامنه تابع  مثال : = 𝑥2 − 2𝑥 + ، تابعی یک به یک بسازید و آن را  2

 وارون کنید. سپس نمودار آن را رسم کنید.

 

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑓(𝑥)اگر  مثال : =
1

8
𝑥 − 𝑔(𝑥) و 3 = 𝑥3 .باشند. مقادیر زیر را بیابید 

 =1(5)−(𝑓𝑜𝑔) (الف

 

 

 =(6)(𝑓−1𝑜𝑓−1) (ب

 

 

 =(5)(𝑔−1𝑜𝑓−1) (پ

 

 

𝑓(𝑥)اگر  مثال : = 2𝑥3 −  (1401)دیچند است؟ 𝑓−1(15)باشد ، حاصل  1

 

 

 

𝑔(𝑥)ضابطه وارون  مثال : = 5− √3𝑥 +  (1399)دیرا بنویسید. 1

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 مثلثات -فصل دوم 

Max a c

Min a c

2
T

b



 

  


            

y a sin bx c

y a cos bx c

 

   

 مثال : 

①𝑦 = 3 sin(2𝑥) − 2 

 

②𝑦 =
−1

4
cos⁡(𝜋𝑥) 

 

③𝑦 = 8𝑐𝑜𝑠(
𝑥

3
) 

 

④𝑦 = 𝜋 sin(−𝑥) + 1 

 

⑤𝑦 = √3− 𝑐𝑜𝑠
𝜋

2
𝑥 (1399)مرداد  

 

 

 

 دوره تناوب



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 (1400)دیضابطه را مشخص کنید.  مثال :

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥 + 𝑐  

 

 

 

 تذکر :
Max Min

c
2


   -   

Max Min
a

2


 

 

yمعادله یک تابع سینوسی  مثال : asin(bx) c   1و مینیمم آن 5بنویسید که ماکزیمم آن-

 (1400)شهریورباشد.  8و دوره تناوب آن 

 

 

yمعادله یک تابع سینوسی  مثال : asin(bx) c   که برد  4,  2و دوره تناوب اصلی آن  4

 (1401)خرداد باشد را بنویسید.

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 را بدست آورید.  ⁡𝑐و⁡⁡bو⁡a مثال :

𝑦 = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥 + 𝑐  

 

 

 

 

 

 

 تذکر

 

 : دامنه تانژانت

 

 :دامنه کتانژانت 

 

* تابع تانژانت در کل دامنه اش غیر یکنوا است ولی در بازه هایی که تعریف شده باشد، 

 است. تناوب آن  هاکیداً صعودی است. دور

 

7
2

 

2

 

𝑅 برد ←⁡⁡⁡⁡⁡⁡       𝑡𝑎𝑛 ∪⁡→⁡∪≠ 𝑘𝜋 +
𝜋

2
 

𝑅 ←⁡⁡⁡⁡⁡⁡       𝑐𝑜𝑡 ∪⁡→⁡∪≠ 𝑘𝜋  برد 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

تابع تانژانت در  مثال :
  

     
 

30,2 ,
2 غیر یکنوا است و در  2

  
 
 

3,
2 یا  2

  
 
 

,
2 اکیداً  2

 صعودی است.

 

 

 

 

 

 

 

𝑦دوره تناوب  = |𝑠𝑖𝑛𝑥|  و𝑦 = |𝑐𝑜𝑠𝑥|  و𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑥  و𝑦 = 𝑐𝑜𝑠2𝑘𝑥  نیز .می باشد 

 

𝑦دامنه  مثال: = 𝑡𝑎𝑛2𝑥 .را بیابید 

  
    

k2x k x
2 2 4  

 

 

 



2
 

 
3
2

 2 

⁡⁡𝑦 = 𝑎 + 𝑡𝑎𝑛𝑏𝑥 + 𝑐⁡⁡ → ⁡⁡𝑇 =
𝜋

|𝑏|
 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 را باهم مقایسه کنید. 𝑡𝑎𝑛𝛼و ⁡𝑠𝑖𝑛𝛼 مثال :

الف( 


0
ب(  2


 

3 2
2  

 

 

 

 ضابطه تابع مثلثاتی بنویسید. مثال :

𝑇 = 3⁡⁡, 𝑀𝑎𝑥 = 9⁡⁡, 𝑀𝑖𝑛 = 3  

 

 

 ها است ولی سینوس نه! yتابع کسینوس روی محور  Minو  Max تذکر :

 

 ضابطه بنویسید. مثال :

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 رسم کنید. مثال :

𝑦 = 2 − 𝑐𝑜𝑠
1

2
𝑥③ ②𝑦 = 1− 𝑐𝑜𝑠2𝑥 ①𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 

 

 

 

 

 نسبت های مثلثاتی دو برابر کمان

𝑠𝑖𝑛2𝛼 = 2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑐𝑜𝑠𝛼⁡ → 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑐𝑜𝑠𝛼 =
1
2
𝑠𝑖𝑛2𝛼 

 

𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 𝑐𝑜𝑠2𝛼 − 𝑠𝑖𝑛2𝛼⁡ → 𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 1− 2𝑠𝑖𝑛2𝛼
𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 2𝑐𝑜𝑠2𝛼 − 1

 

 

𝑐𝑜𝑠2𝛼 =
1+𝑐𝑜𝑠2𝛼

2
         𝑠𝑖𝑛2𝛼 =

1−𝑐𝑜𝑠2𝛼

2
 

 

 را بدست آورید. 𝑐𝑜𝑠22/5و  𝑠𝑖𝑛15 مثال :

 

 

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑐𝑜𝑠𝛼 مثال : =
5

13
 را بیابید. 𝑐𝑜𝑠2𝛼و  𝑠𝑖𝑛2𝛼حاده است. حاصل  𝛼و  

 

 

 

𝑥ای را به از 4𝑠𝑖𝑛𝑥⁡𝑐𝑜𝑠𝑥⁡𝑐𝑜𝑠2𝑥حاصل  مثال : =  محاسبه کنید. 7/5

 

 

 

 معادله مثلثاتی 

𝑠𝑖𝑛□⁡ = sin ⁡⁡⁡⁡⁡⃝ ⁡⁡⁡→
□ = 2𝑘𝜋 + ⁡⁡⁡⁡⃝

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡□⁡ = 2𝑘𝜋 + ⁡𝜋 − ⁡⁡⁡⁡⃝
 

𝑐𝑜𝑠□⁡⁡ = cos ⁡⁡⁡⁡⁡⃝⁡ → ⁡□ = 2𝑘𝜋 ± ⁡⁡⁡⁡⃝ 

𝑠𝑖𝑛□ = 0 → □ = 𝑘𝜋 

𝑠𝑖𝑛□ = 1 → □ = 2𝑘𝜋 +
𝜋

2
 

𝑠𝑖𝑛□ = −1 → □ = 2𝑘𝜋 +
3𝜋
2

 

cos□ = 0 → □ = 𝑘𝜋 +
𝜋

2
 

cos□ = 1 → ⁡□ = 2𝑘𝜋 

cos□ = −1 →⁡= 2𝑘𝜋 + 𝜋 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 اویه بگذار و برایمنفی پشت ز ،اگر زاویه سمت راست تساوی منفی بود، برای سینوس تذکر :

 .مکمل را بنویس ،کسینوس

 معادلات زیر را حل کنید. مثال :

2) 𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 𝑠𝑖𝑛3𝑥 1) 4𝑠𝑖𝑛𝑥 + √8 = 0 

 

 
 

4) 2𝑠𝑖𝑛3𝑥 − √2 = 0 3) 𝑠𝑖𝑛𝑥⁡𝑐𝑜𝑠𝑥 =
√3

4
 

 

 

 

6) 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 5) 𝑐𝑜𝑠𝑥(2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 9) = 5 

 

 

 

8) 𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 3𝑠𝑖𝑛𝑥 + 1 = 0 7) 𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 =
1

4
 

 

 

 

10) 𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 1 = 1 9) 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 0 

 

 

 

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

یک بازیکن هندبال توپ را با سرعت  مثال :
𝑚

𝑠
متری او  8/12می کند . هم تیمی او در  پرتاب 16 

قرار دارد. رابطه بین سرعت توپ و مساحت طی شده و زاویه پرتاب به صورت زیر است. زاویه پرتاب 

 چند بوده است؟

𝑑 =
𝑣2𝑠𝑖𝑛2𝜃

10
  

 

سانتی متر باشد،  6و  2سانتی متر مربع داریم. اگر اندازه دو ضلع آن  3مثلثی با مساحت  مثال : 

 چند مثلث با این خاصیت می توان ساخت؟

 

 

 

𝑦 مثال : = 𝑠𝑖𝑛𝑥  و خط به معادله𝑦 =
1

2
 (1401)دی رسم شده است. طول نقاط برخورد را بیابید. 

 

 

 

 

𝑦 =
1

2
 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 حد –فصل سوم 

𝑥بر دو جمله ای درجه اول  𝑓(𝑥)در تقسیم چند جمله ای  − 𝑎  باقی مانده تقسم برابر𝑓(𝑎) 

𝑓(𝑎)است. یعنی اگر  = 𝑥بر  𝑓(𝑥)باشد، آنگاه  0 − 𝑎 .بخش پذیر است 

 

𝑓(𝑥)نشان دهید چند جمله ای  مثال : = 2𝑥3 + 5𝑥2 − 3𝑥 − 𝑥بر  10 + بخش پذیر  2

 است و به کمک تقسیم به صورت حاصل ضرب عامل ها بنویسید.

 

 

 

 

2𝑥2باقی مانده تقسیم  مثال : − 5𝑥 + 𝑥بر  1 −  برابر است با ......... 3

 

 

 

 

 =: ÷حد 
𝑓(𝑎)

𝑔(𝑎)
=÷⁡ ⁡lim

𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑥مبهم است و عامل صفر شونده   ←   − 𝑎  را به وجود می

 آوریم و حذف می کنیم.

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

①⁡ lim
𝑥→1
⁡
𝑥2−1

𝑥2+𝑥−2
  

 

②⁡ lim
𝑥→−2

2𝑥3+3𝑥2+4

𝑥3+8
  

 

③⁡ lim
𝑥→5

2−√𝑥−1

𝑥−5
  

 

④⁡⁡ lim
𝑥→8
⁡
𝑥2−8𝑥

√𝑥
3
−2
⁡  

 

⑤⁡ lim
𝑥→1
⁡
√𝑥−1

𝑥2−1
(1401)دی   

 

⑥⁡ lim
𝑥→1
⁡

𝑥−√𝑥

(𝑥−1)(𝑥+2)
(1398)خرداد   

 

⑦⁡⁡ lim
𝑥→−1

⁡⁡
𝑥2−1

𝑥+√2𝑥+3
(1398)دی   

 

⑧⁡ lim
𝑥→

1
2

⁡⁡
2𝑥2−𝑥

4𝑥2−1
(1400)دی   

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 همسایگی

 می نامیم. xرا یک همسایگی  xبازه شامل عدد هر 

𝑥یعنی اگر  ← (𝑎, 𝑏)  باشد ، آنگاه(𝑎, 𝑏)  یک همسایگی𝑥  ًیک همسایگی  (2,5)است. مثلا

 است. 3برای 

 

 همسایگی محذوف 

(𝑎, 𝑏) − {𝑥}  را یک همسایگی محذوف برای𝑥  .می نامیم(
5

4
, 4) − همسایگی محذوف  {3}

 است. 3برای 

)و بازه  3ک همسایگی راست ی (3,4)بازه 
3

2
,  است. 3یک همسایگی چپ  (3

 

𝑓(𝑥)دامنه  مثال : =
√1−𝑥2

𝑥
 شامل همسایگی محذوف کدام عدد است؟ 

 

 

 

 

 نکته :

عدد⁡مثبت

0+
= +∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡

عدد⁡مثبت

0−
= −∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡

عدد⁡منفی

0+
= −∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡

عدد⁡منفی

0−
= +∞ 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞ 

به اندازه کافی  xکوچکتر کرد مشروط بر آنکه  یاز هر عدد منفی دلخواه را f(x)یعنی می توان 

 نزدیک شود. aبه 

 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = +∞ 

به اندازه کافی  xرا از هر عدد مثبت دلخواه بزرگتر کرد مشروط بر آنکه  𝑓(𝑥)یعنی می توان 

 نزدیک شود. ⁡⁡aبه

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) =  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =  

lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥) =  

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) =  

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) =  

 

 

0

 

1
 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 حاصل حد های زیر را حساب کنید. :مثال 

①⁡ lim
𝑥→

1
2

⁡
[𝑥] − 3
|2𝑥 − 1|

 
②⁡ lim

𝑥→5−
⁡

2𝑥

𝑥−5
  

 

 

 

③⁡ lim⁡
𝑥→0

−1

𝑥2  

 

④⁡ lim
𝑥→0
⁡
𝑥+1

𝑠𝑖𝑛2𝑥
  

 

 

 

⑤⁡ lim
𝑥→

𝜋+

2

⁡
1

𝑐𝑜𝑠𝑥
  

 

⑥⁡ lim
𝑥→

𝜋+

2

𝑡𝑎𝑛𝑥  

 

⑦⁡ lim
𝑥→(−2)−

⁡
−3𝑥

𝑥2−4
  

 

⑧⁡ lim
𝑥→3−

[𝑥]−3

𝑥−3
  

 

⑨⁡ lim
𝑥→

𝜋−

2

𝑡𝑎𝑛𝑥  



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 .تعریف شده باشد  2-یگی محذوف ا رسم کنید که در همسانمودار تابعی ر مثال :

lim
𝑥→(−2)+

𝑓(𝑥) = lim     و     ∞−
𝑥→(−2)⁡−

𝑓(𝑥) = +∞ 

 

 

lim (1398)شهریور  
𝑥→0+

⁡
1

1−𝑐𝑜𝑠𝑥
 

 

 

 

 قانون پرتوان :

توان های بیشتر را در 
∞

∞
 نیم.ها از صورت و مخرج نگه می داریم و بقیه را حذف می ک 

 

①⁡ lim
𝑥→+∞

7𝑥2−4𝑥+1

3𝑥2+5𝑥−6
  

 

②⁡⁡ lim
𝑥→−∞

3𝑥+2

𝑥−1
  

 

③⁡⁡ lim
𝑡→−∞

1−5𝑡2

𝑡2+3𝑡
  

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 رسم کنید و حدود را بدست آورید. مثال :

②⁡𝑔(𝑥) = {
1⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 > 0
−1⁡⁡𝑥 < 0

⁡⁡ ①⁡𝑓(𝑥) =
1

𝑥
  

  

④⁡⁡ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)⁡⁡⁡  ③⁡⁡ lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)⁡⁡  

  

⑥⁡⁡ lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)  ⑤⁡⁡lim
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥→0

𝑓(𝑥)  

  

 ⑦⁡⁡ lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥)  

 

 مثال :

①⁡⁡ lim
𝑥→−∞

(9+
7

𝑥3)  

 

②⁡⁡ lim
𝑥→+∞

3+⁡
1
𝑥2

4
𝑥
−5

  

 

③⁡⁡ lim
𝑥→−∞

1

2𝑥−3
  

 

④⁡⁡ lim
𝑥→−∞

−4𝑥7+5𝑥3

2𝑥3+9
(1400)شهریور   

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

⑤⁡⁡ lim
𝑥→+∞

2𝑥+√𝑥2+2𝑥

𝑥
  

 

⑥⁡⁡ lim
𝑥→+∞

⁡
2𝑥2−√𝑥2+1

𝑥2+3𝑥
  

 

⑦⁡⁡ lim
𝑥→−∞

⁡⁡
2𝑥+√𝑥2−𝑥+2

𝑥+√8𝑥3+𝑥2−1
3   

 

𝑎حاصل  مثال : + 𝑏 + 𝑛 .را بیابید 

lim
𝑥→+∞

(𝑎−4)𝑥5+2𝑥𝑛−𝑥+1

𝑏𝑥3−5𝑥+7
= 1  

 

 

 

 

 : ی نهایتحد در ب

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝐿 

به قدر کافی بزرگ  𝑥نزدیک کرد مشروط بر آنکه  Lرا به هر مقدار دلخواه می توان به ⁡⁡𝑓(𝑥)یعنی 

 اختیار شود.

lim
𝑥→+∞

2𝑥 − 3+ 5𝑥2 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 مفهوم مشتق -فصل چهارم 

𝑓⁡⁡̕(𝑎) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑓⁡⁡̕(𝑎) = lim

ℎ→0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

 

 

𝑓(𝑥)با استفاده از تعریف ، مشتق تابع  مثال : = 𝑥3 − 𝑥را در نقطه ای به طول  2 = بدست  1−

 آورید.

 

 

   ҉ تذکر ҉  

 شیب همان مشتق در طول نقطه تماس است. معادله خط مماس :

𝑦 − 𝑦0 = 𝑓⁡⁡̕(𝑎)(𝑥 − 𝑥0) 

 

𝑓(𝑥)معادله خط مماس بر منحنی  مثال : = −𝑥2 + 10𝑥  را در نقطه ای به طول𝑥 = 2 

 بنویسید.

 

 

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 ҈    تذکر            ҈

 است. نزدیکتر ، بزرگتر 90شیب مثبت هرچه به 

 خط افقی است. ،شیب صفر

 نزدیکتر شود ، بزرگتر است. 180ی هرچه به فشیب من

 (1400)شهریور مثال :

𝑓⁡̕(𝑥) 𝑥 

0  

0/5  

2  

-0/5  

 

 

 

𝑓(4)داریم  𝑓برای تابع  مثال : = 𝑓⁡⁡̕(4)و  25 =
3

2
 را بیابید. Bو  A. با توجه به شکل مختصات  

 

 

 

 

 

 خط مماس

𝑑 

𝐴 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

limالف( 
𝑥→2

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
 (1401)دیرا بیابید.  

 

 را مقایسه کنید. Bو  Aشیب خط مماس در ب( 

 

 

 

 ○ ○ ○ یری و پیوستگیمشتق پذ ○ ○ ○

𝑥در  𝑓اگر تابع  = 𝑎  مشتق پذیر باشد، آنگاه در𝑎  .پیوسته است 

  اثبات:

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) → ⁡ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) = lim
𝑥→𝑎
(𝑥 − 𝑎) (

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
) =

lim
𝑥→𝑎
(𝑥 − 𝑎) × lim

𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
= 0 × 𝑓⁡⁡̕(𝑎) = 0⁡  

 بنابراین:

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) = 0⁡ → ⁡ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 ҈   تذکر ҈   

𝑥در  𝑓اگر  = 𝑎  پیوسته نباشد ، آنگاه𝑓  در𝑥 = 𝑎 .مشتق پذیر هم نیست 

 :شرط پیوستگی

lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

 :شرط مشتق پذیری

𝐱نی مماس کامل در )یع = 𝐚 ).داریم 

𝑓⁡⁡̕ + (𝑎) = 𝑓⁡̕ − (𝑎) 

 

 

𝑓(𝑥)مشتق پذیری  مثال : = |𝑥2 − 𝑥را در  |1 = بررسی کنید و معادله نیم مماس راست و  1

 چپ را بنویسید.

 

 

 

 *  تذکر  *

𝑓⁡⁡̕ + (𝑎) = lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= lim
ℎ→0+

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

𝑓⁡⁡̕ − (𝑎) = lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= lim
ℎ→0−

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

 چپشیب نیم مماس  شیب نیم مماس راست



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑓(𝑥)توابع  = [𝑥]  و𝑔(𝑥) = √𝑥  در صفر پیوسته نیستند و𝑓⁡⁡̕(0)  و𝑔⁡⁡̕(0) .موجود نیست 

𝑓(𝑥)مشتق پذیری  مثال : = √𝑥
𝑥را در  3 =  بررسی کنید. 0

 

 

 

𝑓(𝑥)ابع مشتق پذیری ت مثال : = {𝑥
2 + 3⁡⁡⁡⁡𝑥 ≥ 1

2𝑥⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 < 1
𝑥را در   =  بررسی کنید. 1

 

 

 

 

𝑓(𝑥)اگر  مثال : = {√
𝑥 − 1+ 2⁡⁡⁡⁡𝑥 ≥ 2
(𝑥 − 1)2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 < 2

 (1401)دی  باشد: 

𝑥در  𝑓آیا الف(  =  مشتق پذیر است؟ 2

,∞−)آیا در ب(   مشتق پذیر است؟ (2

𝑥در  𝑓مشتق راست پ(  =   بدست آورید.را  2

 

 

 

 

𝑦 = (𝑥 − 1)2 

𝑦 = √𝑥 − 1+ 2 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 تذکر 

 نقاط مشتق ناپذیری

 

 ناپیوسته 

 گوشه ) مشتق راست و چپ یکی عدد و یکی بی نهایت یا هر دو عدد نابرابر( 

 بازگشت ) مشتق راست و چپ بی نهایت های غیر هم علامت( 

 عطف قائم ) مشتق راست و چپ بی نهایت های هم علامت( 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑓(𝑥)اگر  مثال : =
1

𝑥
 تابع مشتق و دامنه آن را بدست آورید. 

 

 

𝑓(𝑥)اگر  مثال : = {
5𝑥⁡⁡⁡⁡𝑥 ≠ 1⁡
2⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 = را  𝑓⁡̕و  𝑓و نمودار  𝑓⁡̕و ضابطه  ⁡𝑓⁡̕و دامنه⁡⁡𝑓باشد، دامنه 1

 بنویسید.

 

 

 ⃝⁡⁡⁡⁡⁡⁡⃝⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⃝⁡محاسبه تابع مشتق : )قواعد مشتق گیری(      ⃝      ⃝      ⃝

𝑓(𝑥) = ⁡عدد⁡ثابت → 𝑓⁡⁡̕(𝑥) = 0  

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥⁡ → 𝑓⁡⁡⁡̕(𝑥) = 𝑎    

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 ⁡→ 𝑓⁡⁡̕(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1  

𝑓(𝑥) = √𝑥 ⁡→ 𝑓⁡⁡̕(𝑥) =
1

2√𝑥
  

𝑓(𝑥) = √∪⁡→ 𝑓⁡⁡̕(𝑥) =
∪̕

2√∪
  

𝑓(𝑥) = √𝑥
3
⁡→ 𝑓⁡⁡̕(𝑥) =

1

3√𝑥23   

𝑓(𝑥) = √∪𝑛
𝑚

⁡→ 𝑓⁡⁡̕(𝑥) =
𝑛∪⁡̕

𝑚 √∪𝑚−𝑛
𝑚   

𝑓(𝑥) =∪𝑛⁡→ 𝑓⁡⁡̕(𝑥) = 𝑛 ∪𝑛−1×∪ ̕  

𝑓(𝑥) = 𝑘 ∪⁡
𝑘𝜖ℝ
→  ⁡⁡𝑓⁡⁡̕(𝑥) = 𝑘 ∪ ̕  

𝑓(𝑥) =∪ ±𝑣⁡⁡ → ⁡⁡𝑓⁡⁡̕(𝑥) =∪ ⁡̕ ± 𝑣̕  

𝑓(𝑥) =∪ 𝑣⁡⁡ → ⁡⁡𝑓⁡⁡̕(𝑥) =∪ ⁡̕𝑣 + 𝑣̕ ∪  

𝑓(𝑥) =
∪

𝑣
⁡⁡→ ⁡⁡𝑓⁡̕(𝑥) =

∪⁡̕𝑣−𝑣̕∪

𝑣2   

 

 

𝑓(𝑥) =∪ 𝑣𝑤⁡ → 𝑓⁡⁡̕(𝑥) =∪ ⁡̕𝑣𝑤 + 𝑣⁡⁡̕ ∪ 𝑤 + 𝑤̕𝑣 ∪ 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 مشتق بگیرید. مثال :

②𝑓(𝑥) =
𝑥2−4

3𝑥+1
  

 

①𝑓(𝑥) = (2𝑥3 + 1)(−𝑥2 + 7𝑥 − 2)   

  

④𝑓(𝑥) = √𝑥(3𝑥2 + 5)  ③𝑓(𝑥) =
1

𝑥−4
  

 

  

⑥𝑓(𝑥) = (𝑥2 + 3𝑥 + 1)7  ⑤𝑓(𝑥) =
𝑥

2𝑥2+𝑥−1
  

 

  

⑧𝑓(𝑥) = (𝑥2 + 1)3(5𝑥 − 1)  
 

⑦𝑓(𝑥) = (
𝑥2

3𝑥−1
)5  

  

⑩𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)  

(1401)دی   

⑨𝑓(𝑥) = (√3𝑥 + 2⁡)(𝑥3 + 1)3  

  

⑫𝑓(𝑥) = √
9𝑥−4

𝑥+1
  

(1401)خرداد  

⑪𝑔(𝑥) = (
1

𝑥
)(𝑥2 + 5𝑥)7  

(1399)شهریور  

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑓⁡⁡̕(1)اگر  مثال : = 𝑔⁡⁡̕(1)و  3 =  باشد، مطلوب است: 5

𝑓)⁡(الف + 𝑔)⁡̕(1) 

 

3𝑓)⁡(ب + 2𝑔)⁡⁡̕(1) 

 

f(2)توابعی مشتق پذیر باشند و  gو  f اگر مثال : = 3⁡, f⁡̕(2) = 5⁡, g(2) = 8⁡, g⁡̕(2) = −6 

)و  (2)̕⁡(fg)باشند، مقدار 
𝑓

𝑔
 ا بدست آورید.ر (2)̕⁡(

 

 

3𝑓)باتوجه به نمودار حاصل  مثال : + 2𝑔)⁡⁡̕(1) .را بدست آورید 

 

 

 

 

𝑓(𝑥)اگر  مثال : = (𝑥 + √𝑥2 − 𝑥)3  و𝑔(𝑥) = (𝑥 − √𝑥2 − 𝑥)3  باشند، حاصل

𝑓⁡⁡̕(2)𝑔(2) + 𝑔⁡⁡̕(2)𝑓(2) .را بدست آورید 

 

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 ○ ○ ○ مشتق تابع مرکب ) قاعده زنجیری( ○ ○ ○

(𝑓𝑜𝑔)⁡⁡̕(𝑥) = 𝑔⁡⁡̕(𝑥) × 𝑓⁡⁡̕(𝑔(𝑥)) 

(𝑓(∪))̕ =∪ ⁡̕ × 𝑓⁡⁡̕(∪) 

𝑓(𝑥)اگر  مثال : = √4𝑥 − 𝑔(𝑥)و  7 = 2𝑥2 +
1⁡

𝑥
𝑥را در  𝑔𝑜𝑓باشند ، مشتق   = بدست  2

 آورید.

 

 

,𝐴(−2در نقطه  𝑓اگر شیب خط مماس بر  مثال : برابر با  (3−
1

2
𝑦باشد. مشتق   = 𝑥2𝑓(𝑥)  را

𝑥در  =  بدست آورید. 2−

 

 

 

𝑦با توجه به شکل ، مشتق  مثال : =
𝑓(𝑥)

𝑥2+𝑥
𝑥را در   =  بیابید. 2

 

 

𝑦 =
3

2
𝑥 + 1 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 ҉  مشتق پذیری روی بازه       ҉

(𝑎, 𝑏)  ←   فقط بینa  تاb مشتق پذیره 

[𝑎, 𝑏]  ←   هم بینa  تاb  هم در  –مشتق پذیرهa  مشتق راست )پیوستگی راست( و هم درb 

 تق چپ )پیوستگی چپ( دارد.مش

[𝑎, 𝑏)  ←   بینa تا b  مشتق پذیره و درa .مشتق راست )پیوستگی راست( دارد 

(𝑎,𝑏]  ←   بینa  تاb  مشتق پذیره و درb .دارد )مشتق چپ )پیوستگی چپ 

 

𝑓(𝑥)مشتق پذیری تابع  مثال : = {
𝑥2 ⁡⁡⁡⁡− 2 ≤ 𝑥 ≤ 1
𝑥 + 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 > 1

و  [2,1−]ای را روی بازه ه 

(1,  بررسی کنید. [1,2]و  (∞+

 

 

 

 

𝑓(𝑥) مثال : = {
2𝑥 + 4⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 < −1
𝑥2 − 1⁡⁡⁡⁡⁡ − 1 ≤ 𝑥 < 2
−𝑥 + 5⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡2 < 𝑥 < 5

را رسم کنید و مشتق پذیری را در بازه های زیر  

 بررسی کنید.

[−1,1], (2,5), [−2,0]⁡  

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑓(𝑥) مثال : = {
5𝑥 − 4⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 < 0⁡
𝑥2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0 ≤ 𝑥 ≤ 3
𝑥 + 6⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 > 3

 

 رسم کنید.الف(

𝑥مشتق پذیری را در ب( = 𝑥و  0 =  بررسی کنید. 3

 ضابطه مشتق را بنویسید.پ(

 را رسم کنید. 𝑓⁡̕نمودار ت(

 

 

 

𝑓(𝑥)مشتق : مثال  = √𝑥23 را بدست آورید و مشخص کنید در چه نقطه ای مماس قائم دارد؟ 

 

 

 رسم کنید.نمودار مشتق را  مثال :

 

𝑓⁡̕ 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 

 

 

 

𝑓⁡̕ 

𝑓⁡̕ 

𝑓⁡̕ 

𝑓⁡̕ 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑘(𝑥)اگر  مثال : =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑘’(1)باشد ، مطلوب است :    =? 

 

𝑓(𝑥)اگر مثال :  = 5𝑥3 − 4𝑥2 − 3𝑥  باشد ، مقدار𝑓′′(−1) .را بدست آورید 

 

 

 

 ○ ○ ○ آهنگ تغییر ○ ○ ○

,𝑎]⁡آهنگ تغییر متوسط در  𝑏]⁡←                                                         
𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
 

𝑥آهنگ تغییر لحظه ای در  = 𝑎 ←= 𝑓′(𝑎)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
 

𝑓(𝑡) متحرکی حرکت معادله مثال : = 𝑡2 − 𝑡 +  سرعت لحظه کدام در. است [0,5] بازه در 10

 ؟ است برابر [0,5] در متوسط سرعت با ای لحظه

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑚(𝑡) جرم دارای ساعت 𝑡 از پس باکتری توده یک مثال : = √𝑡 + 2𝑡3 (1399 خرداد).است گرم 

1 در باکتری توده این جرم( الف ≤ 𝑡 ≤  ؟ یابد می افزایش گرم چند 4

 

𝑡 در باکتری توده جرم رشد آهنگ( ب =  ؟ است چند 4

 

 

 می مثبت را بالا به حرکت جهت. شود می پرتاب عمودی طور به زمین طحس از جسمی مثال :

ℎ(𝑡) لحظه هر در زمین سطح از ارتفاع. گیریم = −5𝑡2 + 40𝑡 (1400 خرداد).است 

 .آورید دست به را [5,8] بازه در جسم متوسط سرعت( الف

 

35 جسم سرعت ای لحظه چه در کنید مشخص( ب
𝑚

𝑠
 است؟ 

 

 

𝑓(𝑥) تابع مثال : = 7√𝑥 +  نشان را ماهگی 60 تا متر سانتی حسب بر کودکان متوسط قد 50

 زمانی بازه در رشد متوسط اهنگ .است (ماه برحسب)  تولد از پس زمان مدت 𝑥 آن در که. دهد می

 است؟ چند [0,25]

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 .کنید تعیین را نادرستی یا درستی مثال :

 نقطه در منحنی آن شیب از کمتر همیشه [0,1] ازهب در 𝑓 مانند تابعی متوسط تغییر آهنگ( الف

 .است

 

 .است صعودی همواره آن متوسط تغییر آهنگ ، باشد صعودی تابع اگر( ب

 

𝑓(𝑎) هم آن بر که ندارد وجود تابعی( پ = ⁡𝑓’(𝑎) هم و 0 =  .باشد⁡0

 

 

 

t لحظه در. است مایع لیتر 40 ظرفی گنجایش مثال : =  اگر. ودش می ایجاد ظرف در سوراخی 0

𝑣 رابطه از ثانیه t از پس ظرف در مانده باقی مایع حجم = 40(1 −
𝑡

100
 :آید دست به 2(

 ؟ است چند [0,1] بازه در مایع حجم متوسط تغییر آهنگ( الف

 

 

 میشود؟ [0,100] بازه در آن متوسط تغییر آهنگ برابر حجم ای لحظه تغییر آهنگ زمانی چه در (ب

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 □ □ □ رد مشتقکارب – 5فصل  □ □ □

 تابع: یکنوایی آزمون

f’ میکنیم علامت تعیین را آن و آوریم می دست به را. 

 

′⁡⁡f⁡ ، fاگر در یک بازه از دامنه  ○ > 0⁡⁡ ←  ⁡⁡fاکیداً صعودی⁡ 

′⁡f  ،  f دامنه از بازه یک در اگر ○ < 0⁡ ←  f  اکیداً نزولی 

 در آن بازه تابع ، ثابت است. fد، آنگاه موجود و صفر باش⁡′⁡f  ،  ⁡⁡f دامنه از بازه یک در اگر ○

𝑓(𝑥) تابع مثال : = 𝑥3 − 3𝑥 نزولی اکیداً ها بازه کدام در و صعودی اکیداً هایی بازه چه در 

 است؟

 

 

𝑓(𝑥) که ای بازه بزرگترین : مثال = 𝑥3 − 12𝑥 +  .بیابید را باشد اکید نزولی آن در 4

 

 

𝑓(𝑥) تابع تغییرات جدول تشکیل با مثال : =
1

𝑥2+1
 هایی بازه و اکید صعودی آن در که هایی بازه 

 .کنید مشخص را است اکید نزولی که

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 ҈  تابع نسبی های اکسترمم       ҈

 ،باشید داشته 𝑐 از همسایگی یک هرگاه. دارد نسبی ماکزیمم 𝑐 طول به ای درنقطه 𝑓 تابع -

𝑓(𝑐) ≥ 𝑓(𝑥) است. 

𝑓(𝑐) اگر مشابه طور به - ≤ 𝑓(𝑥) است نسبی ممینیم ، باشد. 

c 𝑥 

+ - f⁡‘ 
↗ ↘ f 

min⁡⁡ 𝑓(𝑐) نسبی 
 

c 𝑥 

- + f⁡‘ 
↘ ↗ f 

max⁡⁡ 𝑓(𝑐) نسبی 
 

 

𝑓(𝑥) :مثال. هستند مشتق ساده های ریشه نسبی های اکسترمم = (𝑥 − 1)3 

 .ندارد وجود یا است صفر یا مشتق آنها در که هستند تابع دامنه از نقاطی :بحرانی نقاط

 .هستند بحرانی ، بسته بازه انتهای و ابتدا :تذکر

 .آورید دست به را زیر توابع بحرانی نقاط :مثال

①⁡𝑓(𝑥) = √4 − 𝑥2  

 

②⁡𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 3𝑥2 − 4  
 

③⁡𝑓(𝑥) = √𝑥
3

  
 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 : آنگاه ، باشد موجود 𝑓⁡‘(𝑐) و باشد داشته نسبی اکسترمم 𝑐 طول به نقطه در 𝑓 تابع اگر :قضیه

𝑓’(𝑐) = 0 

 (تنیس درست آن عکس همیشه.)است یبحران نقطه یک تابع نسبی اکسترمم دیگر عبارت به

 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)3  ←  𝑥 =  علامت تغییر آن اطراف مشتق یک نقطه بحرانی است ولی  1

 .نیست نسبی اکسترمم پس دهدنمی

 

𝑓(𝑥):مثال = |𝑥 − 𝑥 در هیدد نشان شکل رسم با  |2 =  دارد؟ نسبی ممینیم 2

 ؟ است موجود⁡𝑓’(2) آیا -

𝑥  آیا - =  ؟ است بحرانی نقطه2

 

       

 

 

 

 

Max  نسبی Min  نه  نسبیMax  نسبی 

 نسبی minنه 

Max  نسبی 

 

min نسبی 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

. دهد می تغییرعلامت آنها اطراف در مشتق یعنی هستند ′⁡𝑓 ساده های ریشه نسبی های اکسترمم

 .ستنی نسبی اکسترمم نقطه (′⁡𝑓  مضاعف ریشه)ندهد علامت تغییر مشتق اگر

 را نسبی مینیمم و ماکسیمم نقاط تغییرات جدول رسم با سپس ، بیابید را بحرانی نقاط ابتدا :مثال

 .کنید مشخص وجود صورت در

①𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 3𝑥2 − 9𝑥 − 10  
 

②𝑓(𝑥) = −2𝑥3 + 3𝑥2 + 12𝑥 − 9  
 

③𝑓(𝑥) = −𝑥3 − 3𝑥 + 2  
 

 نکته 

,𝐴(𝑎اگر نقطه   𝑏)  تابع اکسترمم نسبی𝑓      باشد
𝑓(𝑎) = 𝑏

𝑓′(𝑎) = 0
 

 

𝑓(𝑥)اکسترمم نسبی  𝐴(2,1)اگر نقطه  مثال : = 𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑑 ،باشد𝑑  و𝑏 .را بیابید 

 

 

 

 اکسترمم های مطلق:

 در𝑓  اگر. هستند مطلق اکسترمم ، دارند را عرض کمترین و بیشترین که تابع دامنه از نقاطی

[𝑎, 𝑏] هم بازه این در ، دباش پیوسته 𝑚𝑎𝑥 هم و مطلق 𝑚𝑖𝑛 دارد مطلق. 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 اکسترمم مطلق ، نسبی و نقطه بحرانی را پیدا کن. مثال :

 

 

 به کمک رسم ، اکسترمم نسبی و مطلق را پیدا کن . )درصورت وجود( مثال :

②𝑓(𝑥) = −𝑥2⁡⁡⁡[−2,3]⁡  ①𝑓(𝑥) = 𝑥3⁡⁡⁡⁡[−2,1]  
  

 

 
 

 

④𝑔(𝑥) = |𝑥2 − 1|⁡⁡⁡⁡⁡[−2,3]  ③𝑔(𝑥) =
1

𝑥
  

 

 

 ҉  کردن پیدا مطلق اکسترمم مراحل       ҉

 .یابیم می را 𝑓 یبحران نقاط و آورده دست به را تابع مشتق -1

 .یابیم می بسته بازه انتهایی و ابتدایی نقاط در و بحرانی نقاط از یک هر در را تابع مقدار -2

 . است بازه در مطلق مینیمم ، چکترینکو و مطلق ماکسیم ، عدد بزرگترین -3



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑓(𝑥)اکسترمم های مطلق  مثال : = 2𝑥3 + 3𝑥2 − 12𝑥  تعیین کنید. [1,3−]را در 

 

 

 

 اکسترمم مطلق را تعیین کنید. مثال :

⁡𝑓(𝑥)(الف = −2𝑥3 + 9𝑥2 − 13⁡⁡⁡⁡⁡[−1,2]  

 

 

⁡𝑓(𝑥)(ب = 𝑥3 + 2𝑥 − 5⁡⁡⁡⁡⁡[−2,1]  

 

 

 

 

𝑓(𝑥) تابع نسبی های اکسترمم مثال : =
1

3
𝑥3 − 𝑥2 − 3𝑥 +

2

3
 .بیابید وجود صورت در را 

 

 

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 ○ ○ ○سازی  بهینه ○ ○ ○

 بیشترین مستطیلی ، متر سانتی 14 ثابت محیط با هایی مستطیل تمام بین در دهید نشان مثال :

 .باشد اندازه هم آن عرض و طول که دارد را مساحت

 

 ممکن مقدار کمترین شان ضرب حاصل و باشد 10 آنها تفاضل که بیدبیا حقیقی عدد دو مثال :

 (1401و1398دی) .گردد

 

,𝑥 حقیقی عدد دو بین اگر مثال : 𝑦 5 رابطه𝑥 − 𝑦 = ,𝑥 مقادیر. باشد برقرار 10 𝑦 طوری را 

 (1401 مرداد) .گردد مینیمم عدد دو این ضرب حاصل که بیابید

 

 هب کوچکی های مربع آن گوشه چهار از خواهیم می متر یک طول به شکل مربعی فلزی ورق : مثال

 قوطی حجم تا باشد چند 𝑥 مقدار. بسازیم باز در جعبه ، ورق کردن تا با سپس. دهیم برش 𝑥 ضلع

 ؟ گردد ممکن حداکثر

 

 است. 𝑐𝑚2 32 مساحت با متن یک شامل جیبی کتاب یک از شکل مستطیل صفحه هر مثال :

 شده گرفته نظر در cm1 کدام هر کناری های حاشیه و cm2 صفحه هر پایین و بالا های حاشیه

 .اشدب ممکن مقدار کمترین کتاب از صفحه هر مساحت که کنید تعیین طوری را صفحه ابعاد. است

 (1399)خرداد



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑝(𝑡) رابطه از تزریق از پس ساعت 𝑡 خون در شیمیایی داروی یک غلظت :مثال  =
2𝑡

𝑡2+16
 به 

 ؟ شود می ممکن مقدار بیشترین آن غلظت تزریق از پس ساعت چند. آیدمی تدس

 

 

 مستطیل مساحت و باشد متر 240 شکل محیط اگر. داریم مستطیل یک و دایره نیم دو :مثال 

 .آورید دست به را مستطیل طول ، باشد مماکسیم

 

 

 وکنسر قاعده شعاع. است 3m c500 حجم دارای استوانه شکل به بسته در کنسرو قوطی یک :مثال 

 ؟ شود ممینیم قوطی تولید هزینه تا باشد متر سانتی چند

 

 

 

 به مکنی کشی نرده را الساقین متساوی مثلث شکل به محوطه یک رودخانه کنار خواهیم می :مثال

 تهداش اختیار در را نرده متر 100 هزینه تنها اگر. باشد رودخانه بر منطبق مثلث قاعده که طوری

 بود؟ خواهد چند مثلث این برای ممکن مساحت بیشترین ، باشیم

 

 

𝑥 

r 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 راس دو و ها⁡𝑥محور روی آن رأس دو که کنید تعیین را مساحت بیشترین با مستطیلی ابعاد :مثال

𝑦 سهمی روی و ها⁡𝑥محور بالای دیگرش = 12− 𝑥2 باشد. 

 

 

 

 

 

. برود B نقطه به خواهد می و است است دریا از کیلومتری 3 فاصله به قایق یک درون فردی مثال:

قایق سرعت اگر. کند می روی پیاده را B به D سپس رود می D نقطه به ابتدا
𝑘𝑚

ℎ
 پیاده سرعت و 2 

روی
𝑘𝑚

ℎ
 ؟ برسد  Bبه زمان کمترین در فرد تا باشد داشته فاصله  Aاز کیلومتر چند D نقطه.باشد 4 
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𝑦 = 12− 𝑥2 

 فرد⁡مورد⁡نظر

A 

T 

H

M 

M 
 
𝐷 

 
𝐵 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 ⃝   ○        ⃝ مخروطی مقاطع -۶ فصل      ⃝   ○        ⃝

 آن عرض یا طول حول مستطیل یک دوران از حاصل شکل............................................................ 

 است عمود آن بر که دیگری خط پاره حول خط پاره یک دوران از حاصل شکل....................... 

 قائمه اضلاع از یکی حول الزاویه قائم مثلث یک دوران از حاصل شکل.......................................... 

 آن های قطر از یکی حول دایره یک دوران از حاصل شکل............................................................... 

 آن قطر بر عمود شعاع حول دایره نیم یک دوران از حاصل شکل.................................................. 

 آن وتر حول الزاویه قائم مثلث یک دوران از حاصل شکل................................................................. 

 برش

 عمودی محور حول خط نیم دوران از حاصل شکل........................................................................... 

 عمودی محور حول الزاویه قائم مثلث دوران از حاصل شکل........................................................... 

 

 .ایم داده دوران آن عرض حول را مستطیلی :مثال

 ؟ است مربع یک حالتی چه در صفحه یک و استوانه این برخورد از حاصل مقطع سطح( الف

 

 با موازی صفحه یک برخورد از حاصل مقطع سطح مساحت ، باشد 4 و 3 مستطیل ابعاد اگر( ب

 ؟ است چند استوانه این قاعده

 

 رایب ممکن مساحت بیشترین. کند قطع را آن استوانه، قاعده بر عمود صفحه اگر قبل حالت در( پ

 ؟ است چند حاصل مقطع سطح
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 :آیدمی وجود به مقطع سطح ، میشود ادهد برش صفحه یک توسط مخروطی سطح وقتی

 می وجود به دایره ، نکند عبور آن راس از و باشد عمود مخروطی سطح محور بر صفحه اگر( الف

 .آید

 موازی مخروطی سطح مولد با حالتی هیچ در و نباشد عمود مخروطی سطح محور بر صفحه اگر( ب

 .آیدمی وجود به بیضی ، نگذرد از راس و نشود

 یسهم ، نکند عبور آن از و باشد موازی مخروطی سطح مولد با ها موقعیت از یکی در صفحه راگ( پ

 .آیدمی وجود به

 ورعب راس از و کند قطع پایینی قسمت هم و بالایی قسمت در هم را مخروطی سطح صفحه اگر( ت

 .آید می وجود به هذلولی ، نکند

A ← راس 

L ← محور 

d ← مولد 

 .دهیم دوران محور حول را قائمه ذوزنقه میخواهیم رو روبه کلش در مثال :

 .کنید محاسبه را حاصل شکل حجم( الف

 

 

 مساحت و چیست باشد، دوران محور شامل که ای صفحه با برخورد در شکل این مقطع سطح ب(

 است؟ چقدر آن

L 

A 

d 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 دارد. قرار راست خط یک از واحد 2 فاصله در زیر شکل مطابق واحد 3 ضلع با مربعی مثال :

 .کنید محاسبه را آن حجم و رسم را شده داده محور حول مربع این دوران از حاصل شکل( الف

 

 .کنید توصیف آن قاعده با موازی ای صفحه با برخورد در را شکل این مقطع سطح ب(

 

 حاصل شکل حجم،  شود داده دوران بزرگ قطر حول 4 و 6 قطرهای طول با لوزی یک اگر مثال :

 است؟ درچق

 

 

 حهصف در واقع ثابت نقطه دو از آنها ها آن فواصل مجموعه که است صفحه از نقاطی مجموعه :بیضی

 .(اند بیضی های کانون ثابت نقاط.)است ثابت مقداری برابر

 M   روی بیضی →MF+MF'=2a 

 M   خارج بیضی→ MF+MF'>2a  

 M   داخل بیضی→ MF+MF'<2a  

 .است c2 کانونی فاصله در b2 کوچک قطر ، a2 بیضی بزرگ قطر



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

′𝐴𝐴→  قطر بزرگ)قطر کانونی(   = 2𝑎 

′𝐵𝐵   →قطر کوچک)قطر غیر کانونی(   = 2𝑏 

′𝐹𝐹→  فاصله کانونی   = 2𝑐 

 

 

,O(α. است ′AA و ′BB و ′FF وسط همواره بیضی مرکز β)  

yبزرگ قطر معادله باشد، افقی بیضی اگر - = β⁡ کوچک قطر معادله وx = α⁡ است . 

x بزرگ قطر معادله باشد، قائم بیضی اگر - = α کوچک قطر و  y = βاست. 

 

 : افقی بیضی در

𝐵′(𝛼, 𝛽 − 𝑏), 𝐵(𝛼, 𝛽 + 𝑏), 𝐴(𝛼 − 𝑎, 𝛽), 𝐴′(𝛼 + 𝑎, 𝛽), 𝐹′(𝛼 + 𝑐, 𝛽), 𝐹(𝛼 − 𝑐, 𝛽), 𝑂(𝛼, 𝛽) 

 

 :قائم بیضی در

𝐵′(𝛼 + 𝑏, 𝛽), 𝐵(𝛼 − 𝑏, 𝛽), 𝐴(𝛼, 𝛽 + 𝑎), 𝐴′(𝛼, 𝛽 − 𝑎), 𝐹′(𝛼, 𝛽 − 𝑐), 𝐹(𝛼, 𝛽 + 𝑐)⁡, 𝑂(𝛼, 𝛽) 

 

 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

⁡a بیضی در راگ : مثال = b و⁡5 =  ؟ است چقدر کانونی فاصله. باشد 3

 

 

 .است( 4،5) بیضی مرکز. است 4 کوچک قطر و 6 بزرگ قطر طول بیضی یک در : مثال

 کانونی فاصله(الف

 

 .آورید بدست را بیضی های انونک و کوچک قطر و بزرگ قطر سر دو نقاط مختصات(ب

 

𝑒  ←خروج از مرکز بیضی    =
𝑐

𝑎
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(0 < 𝑒 < 1) 

پاره خط  e=1نزدیک تر شود ، بیضی کشیده تر می شود و در  eباشد ، دایره و هرچه به  e=0اگر 

 خواهد شد.

 است. (5-,1)و  (1،3)کانون های یک بیضی  مثال :

 بیضی و معادله قطر بزرگ و کوچکفاصله کانونی ، مختصات مرکز الف( 

 

aاگر ب(  =  باشد ، اندازه قطر کوچک و خروج از مرکز بیضی را بدست آورید. 6
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خروج از مرکز یک بیضی افقی  مثال :
4

5
 است. 6و طول قطر کوچک  (1-,4-)و مرکز آن  

 طول قطر کانونی و فاصله کانونیالف( 

 

 بزرگ و کانون های بیضی را بنویسید.مختصات نقاط دو سر قطر کوچک و قطر ب( 

 

 

 (1401)شهریور در بیضی مقابل فاصله کانونی چند است؟ مثال :

 

𝐴𝐴′ = 10⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝐵𝐵′ = 6  

 

 

′𝐴𝐴اگر  مثال : = ′𝐵𝐵و  10 =  (1401)خردادباشد:  8

 چند است ؟  𝐴′𝐹الف( 

 چند است؟ ′𝐵𝐹𝐴مساحت مثلث ب( 

 

 

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 (1401)دیاست.  𝐵(0,3)و مختصات راس  𝐹′(4,0)ضی مقابل کانون در بیمثال : 

 قطر بزرگ بیضیالف( 

 

 را بدست آورید. ′𝑀𝐹𝐹محیط مثلث ب( 

 

خروج از مرکز یک بیضی افقی  مثال :
4

5
,4−)و مرکز آن    6و طول قطر کوچک این بیضی  (1−

 (1400)دیاست. 

 ؟فاصله کانونیالف( 

 

 طر بزرگ این بیضی را بیابید.مختصات نقاط دو سر قب( 

 

  ⃝  ⃝ دایره⃝  ⃝  

𝑂(𝛼, 𝛽)  مرکز و𝑟 شعاع دایره 

 ○  ○ معادله استاندارد ○  ○

(𝑥 − 𝛼)2 + (𝑦 − 𝛽)2 = 𝑟2 

 ○  ○ معادله گسترده ○  ○

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0⁡⁡⁡⁡⁡𝑜 (
−𝑎

2
,
−𝑏

2
) ⁡⁡,⁡⁡⁡𝑟 =

1
2
√𝑎2 + 𝑏2 − 4𝑐 
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𝑎2 ره بودنشرط دای + 𝑏2 > 4𝑐⁡ .است 

 

 .است دایره شعاع از کمتر دایره مرکز تا آن فاصله ، باشد دایره درون 𝐴 نقطه اگر ○

 .است دایره شعاع برابر دایره مرکز تا آن فاصله ، باشد دایره روی 𝐴 نقطه اگر ○

 .است دایره عاعش از بیشتر دایره مرکز تا آن فاصله ، باشد دایره از خارج 𝐴 نقطه اگر ○

 .میکند صدق دایره معادله در نقطه آن ، کند گذر ای نقطه از دایره اگر

(𝑥 − 𝛼)2 + (𝑦 − 𝛽)2 = 𝑟2 

 در را نقطه اگر دیگر عبارت به. داد قرار دایره معادله در 𝑦 و 𝑥 جای به را نقطه آن توان می یعنی

(𝑥 − 𝛼)2 + (𝑦 − 𝛽)2 − 𝑟2 نقطه ، شود مثبت حاصل اگر. میشود رصف حاصل ، دهیم قرار 

 .است دایره داخل نقطه ، شود منفی اگر و دایره خارج

,1) نقطه از که بنویسید ای دایره معادله مثال : ,2) آن مرکز و بگذرد (3−  .باشد (1−

 

 

𝑥) دایره با را زیر نقاط وضعیت مثال : + 2)2 + (𝑦 − 3)2 =  .کنید مشخص 4

 𝐴(1,1) (الف

 

 𝐵(0,3) (ب
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𝑥)اگر  مثال : + 1)2 + 𝑦2 =  باشد: ⁡4

 مرکز و شعاع؟الف( 

 

 مختصات نقاط تقاطع دایره با محور های مختصات ؟ب( 

 

 

 تبدیل فرم گسترده به استاندارد

𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 + 2𝑦 + 6 = 0 

(𝑥2 − 6𝑥) + (𝑦2 + 2𝑦) + 6 = 0 

(𝑥 − 3)2 − 9+ (𝑦 + 1)2 − 1+ 6 = 0 

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 + 1)2 = 4 

𝑥2در معادله  ل :مثا + 𝑦2 − 2𝑥 − 6𝑦 + 6 = مختصات مرکز و شعاع را پیدا کنید و معادله  0

 دایره را به شکل استاندارد بنویسید.

 

 

 وضعیت نسبی خط و دایره

 :از فرمول زیر بدست می آید dاز خط  oفاصله نقطه 

𝑜𝐻 =
|𝑎𝑥0+𝑏𝑦0+𝑐|

√𝑎2+𝑏2   
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 تذکر :

 عمود است. قطه تماس با دایره بر شعاع دایرهخط مماس در ن

 

 

 

 

𝑥وضعیت خط  مثال : + 𝑦 = 𝑥2را نسبت به دایره  3 + 𝑦2 − 2𝑥 − 3 =  مشخص کنید. 0

 

 

 ط و دایره را مشخص کن.وضعیت خ مثال :

𝑥 + 𝑦 = 𝑥2 (الف خط⁡⁡⁡⁡1 + 𝑦2 + 2𝑥 + 2𝑦 − 1 = 0 

  

 

𝑦 = 𝑥) (ب خط⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1− − 2)2 + (𝑦 + 3)2 = 4 

  

 

𝑦 = −𝑥 − 𝑥2 (پ خط⁡⁡⁡2 + 𝑦2 = 2 

 

 

 

 است.معادله تلاقی دایره و خط مثبت  است.معادله تلاقی دایره و خط صفر  معادله تلاقی دایره و خط منفی است.
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3𝑥 برخط که بنویسید ای دایره معادله :مثال + 4𝑦 − 1 =  𝑐(1,2) آن مرکز و بوده مماس 0

 .باشد

 

 .میکند نصف را آن شود عمود وتر بر دایره مرکز از که خطی :تذکر

 

,𝑂(2 ای دایره مرکز :مثال 3𝑥 خط روی دایره این. است (3− − 4𝑦 + 2 =  6 ولط به وتری 0

 .بنویسید را دایره معادله. کند می جدا

 

 

 را مماس خط معادله. باشد مماس مختصات مبدا مرکز به دایره بر (3,4) درنقطه 𝐿 خط اگر :مثال

 .بنویسید

 

 

 دایره دو نسبی وضعیت

 .دارد نام المرکزین خط ، میکند وصل هم به را دایره دو های مرکز که خطی پاره

  



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

′𝑜𝑜 متخارج > 𝑟 + 𝑟′ 

  

  

′𝑜𝑜 مماس بیرون = 𝑟 + 𝑟′ 

  

  

𝑟 متقاطع − 𝑟′ < 𝑜𝑜′ < 𝑟 + 𝑟′ 

  

  

′𝑜𝑜 مماس درون = 𝑟 − 𝑟′ 

  

  

′𝑜𝑜 متداخل < 𝑟 − 𝑟′ 

  

  

′𝑜𝑜 هم مرکز = 0 

 

 وضعیت دو دایره زیر را نسبت به هم مشخص کنید. مثال :

𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑥 + 8𝑦 = 0⁡  

𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 + 6𝑦 + 12 = 0  

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

𝑥2معادله دایره ای بنویسید که بر دایره  مثال : + 𝑦2 + 2𝑥 − 4𝑦 − 4 = مماس بیرون و  0

,𝑜(2مرکز آن   باشد. (2−

 

 

 

 را مشخص کنید. وضعیت دو دایره مثال :

①⁡⁡𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 = 𝑥2 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡و⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0 + 𝑦2 + 2𝑥 − 4𝑦 = 0 

 

②⁡⁡(𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 2)2 = ⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥2و⁡⁡⁡⁡⁡1 + 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 + 1 = 0⁡⁡  

 

③⁡⁡𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 = ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥2و⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡4 + 𝑦2 + 2𝑥 − 4𝑦 =9 

 

④⁡⁡(𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 3)2 = ⁡⁡⁡⁡⁡𝑥2و⁡⁡⁡⁡⁡7 + (𝑦 − 5)2 = 5⁡  

 

,1−)معادله دایره ای بنویسید که مرکز آن  مثال : 𝑥2باشد و با دایره  (1− + 𝑦2 − 4𝑥 − 6𝑦 = 3 

 مماس درون باشد.

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 احتمال -فصل هفتم 

 

    ←  افراز
𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3……… = ∅
𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3……… = 𝐴

 

 تک تک مجموعه های تهی نباشند و اشتراک نداشته باشند و اجتماع آنها برابر با کل مجموعه شود.

 مجموعه و اول طبیعی اعداد مجموعه. است حقیقی داعدا برای افراز یک ، گنگ و گویا اعداد مجموعه

 .هستند طبیعی اعداد روی افراز یک ، 1 عدد و مرکب طبیعی اعداد

 

 ایخانواده. باشد 03/0 دختر نوزاد به و 08/0پسر  نوزاد به بیماری نوعی انتقال احتمال اگر :مثال

 ؟ شد خواهد بیمار آنها نوزاد احتمالی چه با. دارد شدن دار بچه قصد

 

 

 

 همه دوم ظرف در ، است قرمز آن تای 4 که مهره 14 اول ظرف در. داریم یکسان ظرف چهار :مثال

 قرمزی مهره هیچ چهارم ظرف در و قرمزند آن تای 6 که مهره 8 سوم ظرف در قرمزند، هامهره

 احتمال .کنیم می خارج مهره یک و میکنیم انتخاب را ها ظرف از یکی بسته چشم با. ندارد وجود

 است؟ چند ، باشد قرمز آنکه

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 هبست برد احتمال. داریم مسابقه یک در عمومی اطلاعات و ریاضی ، ادبیات سوال بسته سه :مثال

 چرخاندن با که صورتی در. است درصد 85 عمومی اطلاعات و درصد 60 ریاضی ، درصد 90 ادبیات

 واهدخ برنده احتمالی چه با فرد کنید تعیین ، شود مشخص سوال نوع مقابل شکل در چرخان عقربه

 ؟شد

 

 7 و سبز مهره 5 دوم ظرف و آبی مهره 4 و سبز مهره 6 اول ظرف. داریم یکسان ظرف دو :مثال

 از مهره یک سپس میگذاریم دوم ظرف در و کرده انتخاب مهره یک اول ظرف از. دارد آبی مهره

 ؟ است چقدر باشد سبز مهره این اینکه احتمال. کنیم می خارج دوم ظرف

 

 

 

 جعبه درون و است معیوب آنها از تا 6 که دارد قرار لامپ 12 آنها از یکی درون داریم جعبه دو مثال :

 از لامپ یک کرده، انتخاب ای جعبه تصادف به. اند معیوب آنها از تا 4 که دارد قرار لامپ 96 دیگر

  باشد؟ معیوب نظر مورد لامپ دارد احتمال چقدر. آوریم می بیرون آن

 

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 و میانسال درصد 50 ،نوجوان و کودک درصد 20 از متشکل کشور یک جمعیت کنید فرض مثال :

 و درصد 5 درصد 3 ترتیب به ها دسته این در خاص بیماری یک شیوع و باشند سالمند درصد 30

 ظرن مورد اریبیم به احتمالی چه با شود، انتخاب جامعه این از تصادف به فردی اگر. باشد. درصد 1

 است؟ مبتلا

 

 

 

 این در .میکنیم رتابپ هم با را دیگر سکه 3 بیاید پشت اگر و میکنیم رتابپ را سکه یک مثال :

 است؟ چقدر شود ظاهر رو سکه یک دقیقاً اینکه احتمال آزمایش

 

 

 

 احتمال و ددار وجود C نوع از تا 15 و B نوع از تا A، 20نوع از دیواری ساعت 5 جعبه یک در مثال :

 A نوع برای باشند بیشتر سال 10 از آنها عمر اینکه
4

5
 B نوع برای 

9

10
 C نوع برای و 

1

2
 تصادف به. است 

 است؟ سال 10 از بیش ساعت این عمر احتمالی چه با. آوریم می بیرون کارتن از ساعت یک

 

 

 



 

 

 

 دعلیرضا خشنو 3جزوه امتحان نهایی ریاضی 

 انسانی و تجربی ریاضی رشته سه نبی دبیرستان در تحصیل برای خود رشته انتخاب در مینا مثال :

 احتمال به کند انتخاب را تجربی اگر 45/0 احتمال به کند انتخاب را ریاضی رشته او اگر. است مردد

 اگر .شد خواهد پذیرفته دانشگاه ورودی آزمون در 3/0 احتمال به کند انتخاب را انسانی اگر و 1/0

 و 6/0 کند انتخاب را تجربی رشته اینکه احتمال ،1/0 کند انتخاب را ریاضی رشته او اینکه احتمال

 شد؟ خواهد پذیرفته دانشگاه در احتمالی چه با ،باشد 3/0 کند انتخاب را انسانی رشته اینکه احتمال

 

 

 

 درصد 15 و A مدرسه آموزان دانش درصد 25 .دارد آموز دانش B مدرسه برابر سه A مدرسه مثال :

 محوطه یک در مدرسه دو هر آموزان دانش همه اگر. دارند 18 لایبا معدلی B مدرسة آموزان دانش

 :  کنیم انتخاب را آنها از یکی تصادف به و باشند حاضر

  است؟ B مدرسه از احتمالی چه با و A مدرسه از انتخابی فرد احتمالی چه با( الف

 دارد؟ 18 بالای معدلی انتخابی فرد احتمالی چه با ب(

 

 

 لامپ 3 دوم جعبه در و لامپ 4 اول جعبه در. داریم لامپ 12 و 20 ترتیب هب جعبه دو در :مثال

 قرار جدید جعبه در و برداشته تصادف به لامپ 7 دوم جعبه از و لامپ 5 اول جعبه از. داریم معیوب

 ؟ است معیوب جدید جعبه از انتخابی لامپ یک احتمال کدام با. میدهیم

 


